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Aplicacién del método de minimos
cuadrados al ajuste de curvas
granulométricas de dridos (1)

Traduccion, adaptacion y aplicaciones por MANUEL OLAYA
Ledo. en Ciencias Fisicas
LE.T.c.c.

INTRODUCCION

A partir de la lectura del articulo original resenado en la llamada (1). en ¢l Departamen-
to de Materiales de Construccidén del LE.T.c.c., se han comprobado algunos ajustes granu-
iométricos de aridos obtenidos por otros métodos clasicos con los resultados que se ob-
tienen aplicando cl presente método. Lia buena correspondencia entre unos v otros ha sido
¢l motivo que ha impulsado a darlo mayvor difusion.

AMBITO DE APLICACION

El método sirve para optimar dosificaciones de arido que previamente se pretendan apro-
ximar a leyes del tipo:

A =1 —(11)—) “ (Fuller. Bolomeyv*, Rothfuchs. Hummel. ete.) 1]
donde:
A, = (“¢) de arido (volumen) que pasa por el tamiz de luz d, ;
d;, = luz del tamiz (mm):
D = tamano maximo del arido;
n = exponente (en general [raccionario).

(1) Articulo original: “Rechnerisches Verfahren zur Sicbiinienverbessertung nach der AMethode der kleinsten
Quadrate”. Dipl. Ing. Klaus J. Bastegen. Institut fir Bauforschung der RWIH Aachen. Betonwerk I'er-
tigteil-Technik. (Nayo, 1977).

En el caso de curvas tipo Bolomey existe un mcétodo de calceulo gque manejado con soltura puede ser mas
comodo que el presente,
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PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Una vez obtenidos los puntos de una curva del tipo [1], se trata de aproximar a ellos lo
més posible la curva de composicién obtenida a partir del analisis granulométrico del
arido disponible. A estos efectos se puede pensar en el conjunto de ecuaciones siguien-
tes:

a,, x, +a,x, +...+a;x; +...+a,x,—c, =71,
Ay, x, + Ay x, + .o+ 0y x; + .+, x,—C =T,
. . . . . [2]
a, x, +a, x, + ...+ a; x;+ ... +a,x,—c =1
Oy Xy F Qpy X, + o0 a5 + .00+ ay, X, —Cp = Ty
donde a;; = (%) del arido en volumen del grupo granulométrico* i, que pasa por un de-
terminado tamiz j, en un analisis granulométrico realizado previamente.
x; = tanto por 1, en volumen, del arido que entraria en la curva a obtener;
¢; = corresponde al 4, de la expresién [1], particularizado al tipo de curva que se emplee;
m m
r; = residuo, tal que Z r; min. 6 Z 72 = min.
i=1 =1
n-1
Se cumple, por otra parte, que x, = 1 — Z X [3]
i=1
El sistema de ecuaciones [2] se puede expresar en forma matricial:
Ax—C=R [4]
donde:
Qyy - Ay A1y X, < Ty
A = aj,; a; a;, 5 X = X ) C = 9 ’ R = T
A - Qg Ay, X, Cin Tm

Si en cada una de las m ecuaciones se resta cada uno de los coeficientes que afectan a
las incognitas x,, segin [3] se llegard a una ecuaci6on matricial:

n?

A x—C =R,

* Grupos granulométricos = grava, gravilla y arena
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Qg Qi oon Qg ooee Ay (all _aln) (a’lz_aln) (alj - aln) (a‘ln-l - aln)
a,, a, a,. )

29 +or @aj oo Gy (a21_a’2n) (azz_azn) (azj — Bon : (a2n-1 - a2n)

Qiy Qip v By oo Gy (@, —ay) (@, —a;) - (@ —a;) - (a,., — @)
Ay Qg wor Qpjo-oe Aoy (aml —anm) (am2 —a‘mn) (amj _a'mn) (amn—l—amn)
Cy €y — Gqy Ly
Cy Cy — Gy Xy
C; C — ay, X;
cm Chn — Oy Xy

Después de aplicar el método de minimos cuadrados, cuya demostracién para cilculo ma-
tricial se puede encontrar en [2] y [3] (conservando las referencias del articulo original),
se puede reducir el sistema de ecuaciones al siguiente:

’ al] X, +[CL2, ax] Xy + ...+ [aj» al] X + ..+ [an.-17 al] Xp.ow — [C, al] =0
[a,,a,] x +[a,,a] x, + ..+ [a;,a,] x; + ..+ [a,.,.a,] x,., —[c,a,] =20

la,, a;]1 = +[a,, a;]1 =z, + ... + [a;, ] o+ ...+ [a..0] =z, —[ca]l =0

[all an-l] xl +[a2! an<'l] x2 + + [a.i’ an-l] x.i + + [a’n—l’ anrl]xn-l - [C, au-l] = 0

tal que por ejemplo:

b]Z = [a1: az] = a;, a,, + Ayy Ayo + ...+ a;; @, + ...+ Ay Ay [7]

El residuo medio sera:

o l/ —

A continuacién figuran dos ejemplos practicos, aplicaciones del método a curvas del tipo
Fuller y Bolomey.

Los dos ejemplos tienen como base un mismo anélisis granulométrico, y los resultados con-
cuerdan bien con los obtenidos en su dia por métodos clasicos. Se trata de arido “rodado”.
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Ejemplo 1.—Aproximacién a una curva tipo Fuller.

% de arido que pasa por cada tamiz
| 0,15 0,28 0,6 1,18 2,38 4,76 9,11 18,6 38

1. Arena

0/47 mm 3 10 51,4 70,8 86,4 100 100 100 100
2. Gravilla

2,38/18,6 mm 0 0 0 0 0,61 0,92 28,5 100 100
3. Grava

2,38/38 mm 0 0 0 0 0 0,25 4,23 59,13 100
Ordenadas de
curva de
Fuller 6,24 8,54 12,52 17,6 25 35,12 48,89 69,87 100

El sistema de ecuaciones [2] sera:

3 x, — 624 =

= ’rl
10 x, — 854 =1,
51,4 x, — 1252 = r,
70,8 x, — 176 =r,
864x, + 0,61cx, — 25,00 = 1,
100 a«, + 092x, + 0256x, — 3512 = r,
100 x, + 285 x, + 423x, — 4889 = r,
100 x, + 100 x, + 5913x, — 69,87 = 7,
100 x, + 100 x, + 100 x, — 100 = r,

Restando los coeficientes a;,, segun [5]:

3 x — 624 = ¢,
10 =x, — 854 =1,
51,4 x, — 1252 = r,
70,8 x, — 176 = r,
864 x, + 0,61lx, — 25,00 = 7,
99,75 x, + 0,67x, — 34,87 = 7

95,77 x, + 2427x, — 44,66 = r,
40,87 x, + 40,87x, — 10,74
0 x,+ 0 x,— 0

Il
<
@

I
3
©

b, = (a,,a,) = (3 X 3) + (10 x 10) + (51,4 x 51,4) + (70,8 x 70,8) + (86,4 X 86,4) +
+ (99,75 X 99,75) + (95,77 X 95,77) + (40,87 x 40,87) = 35.930,86;

b, = (a,,a,) = (864 X 0,61) + (99,75 X 0,67) + (95,77 X 24,27) + (40,87 x 40,87) =
= 4.114,23;

I

b,, = (a,, a,) = (0,61 X 0,61) + (0,67 X 0,67) + (2427 X 2427) + (40,87 X 40,87)
= 2.260,19;

d, = (¢, a,) = (3 X 624) + (10 x 854) + (51,4 x 1252) + (70,8 X 17,6) + (864 X
X 95) + (99,75 X 34,87) + (95,77 X 44,66) + (40,87 X 10,74) = 12.354,99;

d, = (.E,"(;;) = (0,61 x 25) + (0,67 X 34,87) + (24,27 X 44,66) + (40,87 X 10,74) =
= 1.561,44.
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La expresion del sistema de ecuaciones [6] sera:
35.930,86 x, + 4.114,23 x, — 12.354,99 = 0;

411423 x, + 226019 x, — 1.561,44 = 0.

x, = 0334 —————— Arena = 334 %
x, = 0,082 —————— Gravilla = 82 %
Grava = 584 %

Ejemplo 2—Aproximacién a una curva tipo Bolomey.

Un hormigén con consistencia seco-plastica (a = 10) en:

Yy =a + (100—a)\/——

% de arido que pasa por cada tamiz
0,15 0,28 0,6 1,18 2,38 4,76 9,11 18,6 38

1. Arena

0/47 mm 3 10 51,4 70,8 36,4 100 100 100 100
2. Gravilla

2,38/18,6 mm 0 0 0 0 0,61 0,92 28,5 100 100
3. Grava

2,38/38 mm 0 0 0 0 0 0,25 4,23 59,13 100
Ordenadas de
curva de
Bolomey 15,65 17,72 21,30 25,9 32,562 41,85 54,06 72,96 100

Aplicando [2] quedara:

3 x, — 15,65 = 1,
10 x, — 1772 = 7,
51,4 x, — 21,30 = r,
70,8 x, — 259 =1,
86,4x, + 06lx, — 3252 = 1,
100 x, + 092x, + 025x, ~— 41,85 = 1,
100 x, + 285 x, + 423x, — 5406 = r,
100 x, + 100 x, + 5913x, — 7296 = r,
100 x, + 100 x, + 100 x, — 100 = 7,

Restando los coeficientes a;,

3 x, — 15,65 = 1,
10 x, — 1772 = r,
51,4 x, — 21,30 = r,
70,8 x, — 259 =1,
864 x, + 0,61 x, — 3252 = 7,
99,75 x, + 0,67 x, — 41,60 1= 7,
95,1 x, + 2427 x, — 49,83 = r,
40,87x, + 4087 x, — 13,83 = 1,
0O x, + 0 x,— 0 = r,
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Resultaran por tanto, siguiendo los calculos del ejemplo 1, los coeficientes:

b,, = (a,, a,) = 36.020,87
b, = (a,,a,) = 411423
b,, = (a,, a,) = 2.260,21
d, = (c .a,) = 15.622,26

d, = (c ,a,) = 182231

El sistema de ecuaciones correspondiente sera:

36.020,87 x, + 4.114,23 x, — 15.622,26 = 0
4114,23 x, + 2260 x, — 1.82231 = 0

x, =043 ——— > Arena =43 %
x, = 0,021 Gravilla = 2,1 %

Grava = 549 %
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