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En el andlisis por fluorescencia de rayos X las intensidades no suelen ser proporcionales
a la concentraciéon del elemento que se analiza y las causas que actian modificando dichas
intensidades son, principalmente, la presencia de otros elementos y la estructura cristali-
na de las muestras analizadas.

Las intensidades se transforman en impulsos, integrandose éstos en un contador.

Si las intensidades fueran proporcionales a las concentraciones y las respuestas de todos
los aparatos fueran lineales, podriamos establecer que el nimero de impulsos o cuentas
en un cierto periodo de tiempo seria proporcional a la concentraciéon del elemento anali-
zado.

Dando por supuesto esta proporcionalidad, para conocer la concentracién de una muestra,
ademas del numero de cuentas en un cierto periodo de tiempo, relativas a un elemento
en una muestra-problema, seria necesario conocer la concentracién y cuentas en otra mues-
tra que llamaremos muestra-patron:

M (patron) P (problema)
si:
L 14

Las concentraciones se expresaran en tantos por ciento relativos a 6xidos de los elementos
considerados, como es normal en la industria del cemento, ya que, al ser las concentra-
ciones de los 6xidos proporcionales a las concentraciones de los elementos, también aqué-
llos lo seran a las cuentas.

Expresaremos que:

es decir, que la concentraciéon de 6xido de silicio en la muestra-problema es igual a la
concentracion del mismo en la muestra-patréon, mas un incremento que puede ser positi-
vo o negativo, o sea:

A [Si] = [Si,] — [Si,]
Por lo tanto tenemos:

[Si,] l ,
[Sip] =— , v de aqui
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[Si,] — [Siy,] l—L . . .
[Si] = I ; yecomo [Si,]—I[Si,]=A [Si] ,

se tendra:

A [Si] = [Si,] -

En la practica esta relaciéon no se cumple, y si sustituimos en la férmula anterior [Si,]

l— .
por un coeficiente a determinar y expresawos la relacion ————— en % quedaria:
l—L
AfSi]=x- ——-100
y
1—L
Sijj=[si,J+~>x-—-100 ;

l—L
llamando a — diferencia porcentual relativa al Si.

Si por via himeda conociéramos la concentracién del SiO, en la muestra-problema po-
driamos determinar x y el anilisis de cualquier otra muestra se reduciria a conocer el
nimero de cuentas y aplicar la férmula anterior, pero en la realidad esto no se cumple.

A continuacién vamos a exponer un método para reflejar las influencias que tiene la
presencia de otros elementos en las muestras. En todo lo que sigue nos referiremos a los
cuatro elementos siguientes: Si, Ca, Al, Fe.

Supongamos que tenemos dos muestras, una patrén y otra problema, y que conocemos las
cuentas para los cuatro elementos anteriores segun el cuadro

Patron. Problema.
Si L, 1
Ca L, I,
Al L, 1
Fe L, 1,

y ademas que la influencia de las concentraciones de los otros elementos sobre el que se
quiere determinar es también directamente proporcional al nimero de cuentas.

Segin lo anterior:
[Si,]=[Si,]+A [Si]=[Si]+x,-a+y, -b+z -c+t,-d ,

siendo:

X, Y, 2, ¥ t, los coeficientes de proporcionalidad y a, b, ¢ y d las diferencias porcentua-
les para las cuentas del silicio, calcio, aluminio y hierro.
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Para los otros tres elementos tendriamos ecuaciones semejantes:
x,ca+y,-b+z,-c+t,-d=A[Si] ;
xz-a+y2-b+722-c+t2-d=A[Ca] ;
xy-a+y, - b+z;-e+t,-d=A[Al] ;
x,ca+y, - b+z,-c+t,-d=A [Fe] ;

de donde necesitamos conocer x, y;, 2; ¥ t; para i =1, 2, 3, 4; es decir, 16 coeficientes.

Supongamos que poseemos una muestra-patrén y n muestras-problema; de aqui obtendre-
mos para cada muestra y para cada 6xido un sistema de ecuaciones de la forma:

A [Si]l=x,-a,+y,-b,+2z ¢, +¢t -d;

A, [Si]=o,-a,+y, b, +2, -¢c,+t,-d, ;

A [Si]l=x,-a,+y, b, +2, ¢, +1, -d,
Como el incremento obtenido por este método no coincidird con el hallado por via hume-
da y por el método de los minimos cuadrados, vamos a imponer la condicién de que la

suma de los cuadrados de las diferencias entre los incrementos de concentraciéon respecto
a la patrén hallados por este método y el de via huimeda sea minima;

para ello:
Fl =A’1 [Si]—A1 [Sl] = A] [Si]_‘xl a4y —Y; bl—zl . c1"_t1 * d1 ;

F =A, [Si]—A, [Si]=4, [Si]] —x, -¢,—Yy,-b,—2,-¢c,—t, - d,

Elevando al cuadrado y sumando:

M=

F =

i

F?= 4§1 ' [Si]—a, -a —y, - bj—z, - ¢;—t, - d)?

1]
[

Derivando respecto a x,, ¥,, 2, y t, e igualando a cero para imponer la condicion de mi-

nimo:
OF n
—=—2Z (4 [Si]—x,-a;—Y, - bj— 2z ¢—t,-d)=0 ,
Oxl i=1
de donde:
x, _:Zl e +y, 221 b;-a; + 2z, 1;21 c-a; +1, 1:21 d-a;= 21 A’y [Si] a;

Procediendo de la misma manera obtendriamos otras tres ecuaciones que formarian con
la anterior el sistema:

43
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n n n

a,-b,+2z Za-c;+t, Ta-d=2X A, [Si]a ;
i=1 i=1 =1

i= i= i=1 i

n
2
Zy ‘E] a” +y,
=

x, Za;-b+y, Zb2+2 b-c;+t, 2 b -d;= = A [Si]lb,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

x, Xa-¢+y, Zb-c+z e+t Xe-d=2X A, [Si]le ;
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n n

x, Zoa-d+y, Zb-d+2 Xc¢-d+t, 2 d2= 3 A’ [Si] d;
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

De este sistema obtendriamos x,, y,, 2, ¥ t;, que son los coeficientes correctos para el
SiO .
o

Procediendo de la misma manera con las otras tres ecuaciones del sistema obtendriamos
los 16 coeficientes:

x5 , Y , 2% , t, parai=1 , 2 , 3 , 4 ;
y las concentraciones de 6xidos para cada elemento vendrian dados por:
[Si,] =[Si,] +x,-a;+y, - bi+z,-¢,+¢, - dy

[Ca,]=[Ca,] +x,-a;,+Y, -b,+2,-¢,+1,-d;, ;

1

[AIP]=[AIm] +x3’ai+y3'bi+23'0~+t3'd

1

[Fe,] =[Fe,] +x,-a;+y,-b;+2z,-¢,+¢t,-d
Para hallar los coeficientes de correccién es preciso conocer a priori la composicion de las
muestras-problema.

Dado que en el calculo se han despreciado los términos no lineales, las concentraciones de
las muestras-problema han de ser proximas a las de la muestra-patron. En la practica se
ha comprobado la necesidad de diferentes conjuntos de coeficientes para cada tipo de
muestra.

Para cada tipo de aparato y para cada clase de conjuntos de muestras es necesario po-
seer un conjunto de coeficientes correctores, es decir, que solamente se podran analizar
muestras de composicién similar. En otras palabras, sélo se podra hallar un resultado co-
rrecto de un analisis por rayos X de una materia prima si se utilizan los coeficientes que
se hayan determinado mediante composiciéon parecida a la que se va a analizar, en lo que
respecta a su constituciéon y estructura cristalina.

El programa se probd con un conjunto de 64 muestras de calizas de composicién conoci-
da mediante analisis por via quimica, tomando una de ellas como muestra-patrén.

Hay que hacer notar que las concentraciones variaban entre los siguientes limites:

Sio, 18,23 — 0,25
CaO 56,00 — 42,98
ALO, 6,04 — 0,00
Fe,O, 1,91 — 0,09
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Calculando las composiciones mediante fé6rmula que indica proporcionalidad directa, o
sea,
. . . l—L
[Si,] = [Si,] + [Si,] - 1
la suma de los cuadrados de los errores fue 43.581.151; y utilizando la aproximacién obteni-
da por minimos cuadrados, se obtuvo para la suma de los cuadrados de los errores 107,2035.
Se pensd, que hallando un hiperplano con término independiente podrian mejorar los re-
sultados y se utiliz6 una férmula de la forma:

[Si,] =[Si,] +x, +x,-a+x,-b+x,-C+x,-d

Operando de una manera aniloga a la anterior se llegaria al sistema de ecuaciones si-
guiente:

™M=

A [Si]

1

nx,+x, e +x, Tb+x, Xec+x, £d=
i=1 i=1 i i=1

=1

1
-

n n n n n n
x, i§1ai+ leZ el +x, 2 a,-b+x, Ta;-c+x, i§]ai-di= ElAi [Si] a;

i=1 i=1 i=1

M=

A; [Si] b,

x, 2b+x, Ta;-b+x;, Zb+x, Zb,rc;+x, b, -d, =
i=1 i=1 i=1 i

i=1 1=1 1

=

1

WM

n n n n
x, -21 c,+x, T a;-c+ x, Zl b ¢, +x, _21 c” + x; %‘.lci -d; = 1Ai [Si] ¢;
i= i= i= i=

1 i

[l

x, 2d+x, Za-d+x, 2b,-di+x, Zc-d+xy; X2d>= XA [Si] d,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Con esta nueva aproximacion, la suma de los cuadrados de los errores fue de 106,0860.

Al no suponer esta nueva aproximacién una mejora sobre la anterigr, se utilizé6 una ex-
presion en la que se harian intervenir los cuadrados de las diferencias porcentuales de la
forma:

[Si,]=[Si,] +x,-a+x,-a*+x,-b+ax, -b*+x,-c+ax,-c>+ax,-d+a,-d*
llegando a un sistema de 8 ecuaciones con 8 incoégnitas:

n n n n n n n
x, 2a+x, T e+, Xa,-b+x, Za-b>+x, Za,-c,+x, Za;-c”+x; ZIai-d
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=

i=

;T

M=

+x, X a-d?= A; [Si] a;
i=1 1

i
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n

n n n n n
x, X a®+x, 21 a* +x, _21 a?-b+x, Ta® b2+ x, Zlaiz ce + 3:6_.21ai2 e+ x; Tal-d +
1= 1= i= 1=

i=1

i [Si] a®

Za?-b+x, Zb*+x, bP+x;, Zb-ctxs Zb-di+x; Zb-d;+

i-1 i-1 i=1 i=1 i=1 i=1

n
x, 2 a;-b +ux,
1

i=

+x, 2b,-d2=2X A, [Si] b; ;
=1

i=1

x, Za-b*+x, Ta?-b2+x, 2P+ x, Tbr+x, b2+ x; TbP-c:+x;, TbP-d; +
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1 i=1 i=1 i=

+xy X b2-d2= X A [Si] b ;
i=1

i=1

n n

n n n n n
x, Zlai-ci+x2 1aiz-ci+at:3 Xbcei+x, Zb2-c;+ x5 X+, 1aci"'+a::7i21ci-di+
- -

i=1 i=1 i=1

i=

n n
1 .'L‘B_Z ci'di2= z A, [Si] ¢
i=1 i=1
n n n n n n n
x, 2a-¢:+x, Zaf-cf+ax, 2 b, -c4+x, b2+ ax, TPt Zet+a, Telod+
=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

+tx, Zc%-d2= X A, [Si] ¢ ;
i=1

i=1

x, 2a-d+x, Za?-d;+x, 2b,-d+x, Tb2-d;+x;, Ze;-d+xs Zef-di+x, TdE+
i i i=1 i=1 1

i=1 i=1 i=1 i=1 i=

txg X d¥= XA [Si] d; ;
=1

i=1

i=

x, 2a;-d®*+x, Za?-df+x, b;-di+x, Zb2-d*4+x, 2c,-di+x, Te?-d+
i=1 i=1 1

i=1 i=1 i-1

+tx, DdP4x, T dt= T A [Si] d2 ;
i-1 i=1

i=1

y la suma de los cuadrados de los errores fue de 105,8834.
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Por fin, se utilizé una expresién igual a la anterior con término independiente y se ob-
tuvo 106,3495; es decir, que dividiendo estas sumas de cuadrados de los errores por el va-
lor obtenido para la primera aproximacion, obtenemos:

4044 1 0,990 0,988 0,992

Vemos, en consecuencia, que es suficiente utilizar un hiperplano sin término independien-
te, ya que las aproximaciones sucesivas son minimas.

PROGRAMAS LINEALES

Un programa lineal es un modelo matematico de un fenémeno que hace intervenir un
cierto nimero de variables que solamente tienen significaciéon en el caso de ser positivas
o nulas y estas variables estian ligadas entre si por relaciones lineales integrando un sis-
tema de ecuaciones o inecuaciones; son los llamados objetivos o restricciones del mode-
lo. Se da también una funcién lineal de las anteriores variables, llamada funcién econé-
mica, tecnolégica u objeto, segun el tipo de fenémeno que describa y es la que se trata
de optimizar, haciéndola maxima o minima, segun el caso.

Un programa lineal en el que s6lo intervinieran ecuaciones seria de la forma:

QX F QX+ + 0 m * Tpen = b0y

Qo Xy F Qyp s Ty + + @, 00m * Lin = by

X, F 0, Xy + + @, pm T =0, 5

Z2=C; X, +Cyrxy+ C,"x, + ... Cpim * Lmin 5
siendo z la funcién objeto.
Llamando p, al vector columna (a, s , a, s ...... a,-s)y p, al vector columna (b, ,
by y ceiennnn b,) se podria expresar de la forma:
n+m n+m

Z Pt X =D, ;7 z2=3X¢x

La solucién de este problema se puede llevar a efecto mediante el método Simplex.

Sea un espacio vectorial de n dimensiones y supongamos que se toman n vectores de
entre los n + m vectores dados que forman una base de dicho espacio, es decir, son li-
nealmente independientes. Todo vector se podrd expresar en funcién de estos vectores;

por ejemplo, sean los vectores de la base p, , p, ......... D,; sera:
Po= 2p;-x; . [1]
=1
Si se cumple que x; >0 para i=1, 2 ...... n tendremos una solucién bésica que si opti-

mizara z seria la solucién optima. En este caso el valor de la funcién objeto seria:

n
2, =2 X,-¢ . [2]

=1

47
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Expresando otro vector cualquiera en funcién de la base y llamando al nuevo valor de
la funcién objeto para estos valores:

Il
™M=

pi=Z %P 3]

]
-

z; = —21 Lij = € - (4]

Multiplicando [3] y [4] por un escalar y restando respectivamente de [1] y [2] tendre-
mos:

M=

(x;—0-x5) p,+0-p=p, ;

]

i=1

™M=

[l
-

(e, —0-x;5) ¢+ 0-¢c;=2,—0 (2 —¢y)

Eligiendo j de tal manera que z; —c; tuviera el mayor valor positivo y 0, para esa j tal

N
que 0 = min

se tendria un nuevo valor de la funcién objeto menor que el anterior y
Lij
ademas una nueva base integrada por los vectores:

Dy P Dici 5 Pivg coeveeens Dy » DBi

Este procedimiento se repite hasta que no se obtiene ningun valor de z; —c; positivo y
en ese caso se ha hallado la soluciéon 6ptima.

APLICACION A LA MEZCLA DE CRUDOS

Planteamiento general

Sea una fabrica de cementos que posee diferentes materias primas y que mediante ana-
lisis por via humeda o rayos X se conoce su composiciéon quimica.

Para cada cemento se especifica la composicién que debe tener el crudo en tanto por cien-
to de los 6xidos que se desee controlar. Estos datos integrarian el vector p,. Se puede ad-
mitir que los tantos por ciento de ciertos 6xidos oscilan entre dos valores. Esto da-
ria lugar a la introduccién en el sistema de dos nuevas variables de holgura. Estas va-
riables de holgura se utilizarian para convertir las desigualdades en ecuaciones.

Supongamos que poseemos 5 diferentes materias primas y que vamos a controlar los 6xi-

dos SiO,, CaO, Fe,0,, Al,O, y que deseamos que la composicién final sea (b,, b,, b,, b,)
y que la matriz de los coeficientes de los datos sea:

Materias primas.

Si0, Gy LIPS 2T a4 a5
CaO a a a a, a,,
OXIDOS LO & 22 23 24 25
AlLQ, a3y Q3o Qs Qg Qs
Fezoa Qyy Ay Q45 A,y Qs
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Por otro lado conocemos los costes de cada materia prima y deseamos obtener una mez-
cla lo méas barata posible y que ademds tenga la composicién deseada.

El problema quedaria planteado de la forma:
a'll'xl+a’12'x2+a13‘x3+a14’x4+a15"x5=b1 >
Qyy " Xy F Aoy Xy T oy - Xy + 8y, -, + 0y -2, =b,
Agy Xy F 855 - Xy + 055 - Xy + a5, 0%, + a5, T, =Dy
Ay Xy Ty - Xy F 0y T3+ 0y T, + 0y T, =b,
z2=c¢rx;,+cx,+Crx5+Cx, FC5 g

o bien:

Si deseamos que el contenido de SiO, del crudo oscile entre b’, y b”, introduciriamos las
variables x; y x, y los vectores py=(—1 , 0 , 0 , 0 , O)p, = (0O , 1 , O ,
0 , 0}y el problema quedaria:

™M -
=]
8
I
=]
°

1
-

La solucién 6ptima de este problema nos darfa los niveles que se deberian de utilizar en
cada materia prima para obtener el crudo deseado. En este dltimo caso este nimero se-
ria de 5. Si en la solucién interviene uno de los vectores utilizados para definir las varia-
bles de holgura y, dado que son artificios de céalculo, indicaria tan sélo que la cantidad
de 6xido correspondiente se hallaria por encima o por debajo de los limites deseados se-
gun que fuera negativo o positivo el valor no nulo de los componentes del vector en cues-
tién.

* ok ok

Otro tipo de problema tipico en la industria del cemento es el de los combustibles.

Supongamos que se tienen seis clases de combustibles diferentes, que se conocen sus ana-
lisis y que se desea obtener una mezcla de estos combustibles determinado de la manera

siguiente:

49
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Sean los andlisis los siguientes

Combustibles.
Calorias Q4 Qs a3 Q4 Qs Q6
Humedad ayy LPPS Qys Ay, a5 Az
Sio, Q31 L2 Q33 A3y 35 LT
Alzos a4y P Q43 Ay Qys Q46
Materias volatiles as, as, O, a, a a

y se desea que el poder calorifico de la mezcla sea mayor que b,, que la humedad sea
menor de b,, que el contenido en SiO, y Al,O, sea menor que b, y b, respectivamente y
que el contenido en materias volatiles sea menor que b,. Ademas, el corte de los diferen-
tes carbones es ¢; parai=1, 2, ...... 5. En este caso el planteamiento general sera:

all'xl+a12'x2+a13'x3+a14'x4+a15'x5+a15'xs<b1 5

Uy Xy F Ay Xy F Ay Ty + 0oy - Ty + 0y - Xy + Q- T =y
aal‘xl+a32'x2+a33‘x3+a34'x4+a35'x5+a36 'x6>b3 ’
a41'x1+a42'x2+a43‘x3+a44'x4+a45'x5+a46'x6>b4 ’
as1‘x1+a52'x2+a53'x3+a54"r4+a55'x5+ass‘xe>b5 ’

y la funcién que se quiere hacer minima es:

5
z=2¢-x; -
=1

N 1
i

Dado que en las restricciones solamente hay inecuaciones es necesario introducir varia-
bles de holgura quedando el sistema:

ull"rl+a12'x2+a13'x3+a14'x4+a15"x5——x6 =b1 ’

Ay, T, F Oy X, F Oy X, 0y, X, Ta, Xy + x, =b, ;

Qg "X, + Ay X, Oy, 0y, -, F Ay Ty + x4 =b, ;

a,-x, +ta,-x,+a,,-x,+a,,-x, +a,-x; + x, =b, ;

asl"rl+a5.2‘x2+a53'x3+a54'x4+a55'xs +.’L‘10=b5 -
Si en el vector p,=(b, , b, , ... b,) en vez de hacer constar el contenido de

cada componente se indica el peso total de ese componente en el peso total de mezcla

que se quiere obtener, las soluciones del problema indican la cantidad total de cada cla-
se de combustible.
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