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RESUMEN

Se estudioé desde un punto de vista teédrico la estadistica
de fractura de barras de seccién circular sometidas

a torsion y se determiné las probabilidades
acumulativas de fractura usando la funcién riesgo
especifico de Weibull para materiales con fragilidades
volumétrica y superficial. Mediante el método de las
funciones definidas se obtuvo la funcién riesgo
especifico de fractura, ademas se separo la parte
volumétrica de la parte superficial para materiales que
poseen ambas fragilidades. La dispersion de los
parametros se determiné con la matriz de informacion
de Fisher.

Casilla 1420, Santiago, Chile

ABSTRACT

This paper has adopted a theoretical wiewpoint for
studying Fracture Statistics in round bars subjected to
torsion, and for determining the cumulative probabilities
of fracture using Weibll's specific-risk function for
materials that exhibit volume and surface brittleness. The
use of the defined-functions method has allowed to get
the specific-risk-of-fracture function and, in addition, to
carry out a separation between volume part and surface
part concerning materials presenting both brittlenesses
at the same time. Dispersion of the parameters are
determined resorting to Fisher’s information matrix.

1. INTRODUCCION

En la actualidad se usa ampliamente la
mecanica estadistica de fractura, propuesta
por Weibull [1], para describir el
comportamiento a la fractura de materiales
fragiles. Las investigaciones han estado
dirigidas a diversos aspectos, entre ellos: sus
fundamentos [2, 3]; su aplicacién a la
obtencién de la probabilidad acumulativa de
fractura de diversos materiales sometidos a
distintos estados de tensién como los

biaxiles [4] y los multiaxiles [5]; torsion [6-9];
flexion [10]; estimacién de los parametros de
Weibull [11, 12]. El objetivo de este trabajo es
el estudio tedrico del problema de la torsion,
determinando las probabilidades acumulativas
de fractura, los parametros de la funcion
riesgo especifico de fractura y las
dispersiones de los mismos.
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1. INTRODUCTION

Statistical mechanics of fracture proposed by
Weibull [1] is now being widely used for
describing the fracture behaviour of brittle
materials. Investigation has been directed to
diverse aspects such as: the foundations of
said mechanics [2, 3]; the application thereof
for getting the cumulative probability of
fracture concerning sundry materials subjected
to different states of stress as for instance
biaxial [4] and multiaxial [5] states, torsion
[6-9], bending [10]; the evaluation of Weibull’s
parameters |11, 12]. This work is endeavouring
to achieve the theoretical study of the torsion
problem determining therefor the cumulative
probabilities of fracture, the parameters of the
specific-risk-of-fracture function, and the
dispersion of the same.
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2. ESTADISTICA DE FRACTURA 2. STATISTICS OF FRACTURE THROUGH
POR TORSION TORSION

2.1. Fragilidad volumétrica 2.1. Volume brittleness

De acuerdo con la teoria de Weibull la The cumulative probability of fracture F (z) for

probabilidad acumulativa de fractura F (z) para materials with volume brittleness and

materiales con fragilidad volumétrica subjected to some uniaxil state of shear stress

sometidos a un estado uniaxil de tensiones de is as follows according to Weibull’s theory:

corte es:

F(a):i~@><f g- %gjﬁ[s(r)]ol\/} (1)
%

donde V, es la unidad de volumen, V es el where V, is the volume unit, V is the body
volumen del cuerpo, r es el vector posicion, volume, r is the position vector, t is the

t es el esfuerzo maximo de corte que alcanza maximun shear-stress reached in the material
el material antes de romperse, 7 (1) = r es el before breaking, t (r) = t is the uniaxil

campo uniaxil de tensiones y @ (7) es la stress-field, and ® (1) is the

funcion riesgo especifico de fractura. specific-risk-of-fracture function. Weibull [1]
Weibull [1] propuso para ella la siguiente has proposed the following analytical form for
forma analitica: this function:

' _E_LE_@_—_)W] 67 6
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donde 7z, y m son parametros que dependen where t, and m parameters depending on the
del proceso de fabricaciéon del material manufacturing process of the material, while
mientras que 7 es el esfuerzo bajo el cual 7, is the stress under which there is no
no hay rotura. fracture.
De acuerdo con la teoria elemental de la In accordance with the elemental theory of
torsioén, el campo de tensiones en torsion, the stress field, in cilindrical

- coordenadas cilindricas para una barra, con coordinates, for a round bar exhibiting volume
fragilidad volumétrica, de seccién circular de brittleness and L in length and r in radius, may
radio r y longitud L esta dado por: be expressed as follows:
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r Tfrj
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donde M es el momento de torsién actuando where M is the torsional moment acting on the
sobre la barra. Reescribiendo la ecuacién (1) bar. The rewriting of equation (1) gives:
se obtiene:

§(5-)—' [n T—irfi) = -‘\t—/o jﬁ[é(r”fu/ 4)
4

42 MATERIALES DE CONSTRUCCION, Vol. 40, ne 219, julio/agosto/septiembre 1990

© Consejo Superior de Investigaciones Cientificas http://materconstrucc.revistas.csic.es
Licencia Creative Commons 3.0 Espafia (by-nc)



Si @ (1) estd dada por la ecuacién (2), i.e.,
empleando el método de las funciones
definidas, y considerando las ecuaciones (3) y
(4) se obtiene:

If ® () is given by equation (2) i.e. using the
defined functions method and considering the
above equations (3) and (4) we get:

HOE 21kr? Eﬁo—i e 4 e -5 )"+ 5)
Vo(mt2) & m+d & bo

Si r,. = 0 en la ecuacién (2), tomando en
cuenta las ecuaciones (3) y (4) entonces:

$(2)=

Los parametros de Weibull m, 7, y r, pueden
obtenerse a partir de la ecuacién (5) ya que

& (r) se conoce de los ensayos. Sit = 0 se
puede confeccionar un diagrama de Weibull y
obtener los parametros m y t, usando la
ecuacion (6).

2.2. Fragilidad superficial

En el caso de materiales con fragilidad
superficial, de acuerdo con la teoria de
Weibull, la probabilidad acumulativa de
fractura F () estd dada por una expresion
analoga a la ecuacion (1) y podemos escribirla
como la ecuacion (4).

§(5)= L -
(- F(z)

donde S, es la unidad de superficie y S es la
superficie del material.

De acuerdo con la teoria elemental de la
torsion, el campo de tensiones para una barra,
con fragilidad superficial, de seccién circular
de radio r y longitud L esta dado por:

5(/: t”) =6
0s@ <2

Si @ (7) viene dado por la funciéon de Weibull, l
ecuacion (2), luego considerando las
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If t, = 0 in equation (2), the consideration of
equations (3) and (4) yields:

EW)

(6)

Weibull’'s parameters m, t, and t, may be
obtained from equation (5) inasmuch as & (7) is
known from the tests. If t, = 0 a Weibull
diagram may be plotted, and parameters m and
7, may be obtained using the equation (6).

2.2. Surface brittleness

In the case of materials with surface
brittleness, according to Weibull’s theory the
cumulative probability of fracture F (1) is given
by an expression similar to equation (1) and
that may be written in the following way, as
equation (4):

V[emus

S

4
5. )

where S, is surface unit and S is the surface
of the material.

In accordance with the elemental theory of
torsion, the stress field for a round bar
exhibiting surface brittleness and L in length
and r in radius may be expressed as follows:

(8)
<

0sZz=sl

If ® (7) is given by Weibull’s function, namely
equation (2), then the consideration of
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ecuaciones (7) y (8) se tiene:

I equations (7) and (8) yields:

—_ m
z) = 211Lr ( 5:6L>
£(2) ‘. = (©)

Si 7, = 0 en la ecuacién (2), entonces
considerando las ecuaciones (7) y (8) se tiene:

§(8)=

Con las ecuaciones (9) y (10) se pueden
confeccionar los diagramas de Weibull
respectivos para determinar los parametros
m, oy ,cuandor, #0yr =0,
respectivamente.

2.3. Fragilidad volumétrica y superficial

conjunta

En el caso de torsidon de una barra de

seccién circular con fragilidad volumétrica y
superficial, se pueden obtener separadamente
las respectivas funciones riesgo especifico de
fractura. Considerando las ecuaciones (5) y (9)
se tiene:

2 L2

5(8)

= 5>W's

S

y si tomamos dos grupos de muestras con

Ly Fi, | = 1, 2, se obtienen las siguientes
ecuaciones:
5, (8)- 7_E_Li_ri_
£, (8)"
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If r, = 0 in equation (2), then equations (7) and
(8) allow to get.

(

Equations (9) and (10) permit the plotting of
the respective Weibull diagrams for getting the
parameters m, t, and r,, when t, # 0 and

t, = 0, respectively.

G

__)”“

bo

(10)

So

Combined volume and surface
brittlenesses

2.3.

In the case of torsion applied to some round
bar presenting volume and surface
brittlenesses, the respective
specific-risk-of-fracture functions may be
obtained in a separate manner. Considering
equations (5) and (9) we have:

2 A

I

5_ EL.V 'VV)Vf“.l

bov

Y

6

(11)

and if we take two groups of samples with
L;and r;, where i = 1, 2, then we get the
following equations:

2T Lin P/(C)

(12)

et g, (r) ¢ 2llgte ()
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Este sistema tiene una solucion no trivial, ya
que si r, # r, el determinante asociado a él es
no nulo y el sistema es linealmente
independiente. Por lo tanto, resolviendo la
ecuacion (12) para @, y &, se obiene:

o Vo
7 (5)7 20 (F-1)

AcH

De esta manera ha sido posible separar
ambas funciones riesgo especifico de fractura,
cuando el material posee en forma conjunta
fragilidad volumétrica y superficial. Ademas los
parametros de las respectivas funciones
riesgo especifico de fractura, para fragilidad
volumétrica y superficial, se pueden evaluar
confeccionando un nomograma adimensional
[12]. En el caso de fragilidad volumétrica,
considerando @, de las ecuaciones (11) y (13)
obtenemos:

Entonces, graficando:

I'nHi-f bun/T

Myt d

versus In (r y/toy) para diversos valores del
parametro de Weibull m, podemos obtener un
nomograma y, entonces, el mejor ajuste de los
puntos experimentales sobre una curva del
nomograma arrojara los valores de m,,, 7oy, Y
7.y. Para el caso de fragilidad superficial,
considerando @, de las ecuaciones (11) y (13)
obtenemos:

- 5.(5)
Lty L,06
So i (1

This system has a non-trivial solution, because
if r, # r, the associated determinant is not null,
and the system is linearly independent. Hence
the resolution of equation (12) for getting @,
and @, yields:

5(0)

(13)

5(5) - = (%)

Ly

In this way it has been possible to separate
both functions of the specific risk of fracture,
when the material is exhibiting volume
brittleness and surface brittleness at the same
time. Moreover the parameters of the
respective specific-risk-of-fracture functions,
for volume and surface brittleness, may be
evaluated by preparing a non dimesional
nomogram [12]. In the case of volume
brittleness, considering ®, of the

equations (11) and (13), we get.

myt1 M
B - i) v + I'W 6‘;\/. v (14)
oLV Cov

’ Then plotting

M+ 1
TRV R i) Y (15)
5] 6Ly

against In (z/t,,) for several values of Weibull’s
parameter m,, we obtain the nomogram,

and the best fits the experimental points on
the nomogram curve allows to obtain m,,

Toy @nd t,y. In the case of surface brittleness,
considering ®g of the equations (11) and (13),
we get.

(”}ﬁs(g) = Mg I""<§,— - 1)+ In (é"_—_%, s (16)

Ahora si graficamos mg In (z/t g — 1) versus
In (¢/7.¢) para diversos valores del moédulo de
Weibull mg obtenemos un gréfico
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50 S

Now if we plot mg In (t/t ¢ — 1) against
In (t/t,s) for various values of Weibull's
modulus mg we obtain a non-dimensional
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adimensional, luego del mismo modo ya
explicado se determinan los parametros mg,

Tos ¥ TLs -

3. DISPERSION DE LOS PARAMETROS

La dispersion de los parametros de las
funciones de probabilidad acumulativa de
fractura puede estimarse mediante la matriz
de informacién de Fisher [13]. Los coeficientes
de la matriz de Fisher se determinan usando
la siguiente relacion:

graph, and in the same way as explained
above we obtained mg, 7, and t,s.

3. DISPERSIONS OF THE PARAMETERS

The dispersion of the parameters of the
cumulative-provability-of-fracture functions
may be estimated through Fisher’s information
matrix [13]. The coefficients of the Fisher
matrix are determined using the following
relationship:

2

donde r; es el coeficiente i, j, n es el tamafo
de la muestra, 6 son los parametros y

f(t) = d F (r)/d r es la funcidn de densidad de
probabilidad de fractura. Si la funcioén riesgo
especifico de fractura es una de Weibull con
7, = 0, entonces los elementos de la matriz de
Fisher son los siguientes

r. - —“J[ 9715,6{[(9% Q)J][@)C)_g (17)

where r; is the coefficient j, j, n is sample

size, 8 are the parameters, and f (t) = dF (7)/d ©
is the density function of fracture probability. If
the specific-risk-of-fracture function is a
Weibull function with t, = 0 then the Fisher
matrix elements are as follows:

T (Eli_ Sﬁ;)z ) 52_% 927?(; <O.H 2271- [7,3)

r o (4.82379 —0.8'15551718 i lnzj)

(18)

= 2 (l'na - zjn_ 9% - 0.42273)

2
2= ﬂ(%%)

donde g = g (m) para ambos casos de
fragilidad, esta dada por:

- 21 lr?

'ﬂv (m ) Vo (Wl +2)
. 2ilr

B T

Luego, si consideramos soélo los casos donde
7, = 0, ecuaciones (6) y (10), para fragilidad
volumétrica y superficial respectivamente, la
matriz de varianzas y covarianzas se obtiene
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where g = g (m) for both cases of brittleness
is given by:

. Doy - _ 2ilr2
g -5% Vo("n”HZ)Z
(19)
CLI)
Om

Hence if we consider only the cases where
7, = 0 as well as the respective equations (6)
and (10) for volume brittleness and surface
brittleness, then the matrix of variances and
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facilmente mediante la inversion de la matriz
de Fisher, con la condicién que ry; > 0. Por lo
tanto, las varianzas y covarianzas se
determinan como sigue:

Var(m)

Var (50)

CO~ vay (‘m/. 50):
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