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RESUMEN

Las altas exigencias requeridas para algunas estructuras
de especial responsabilidad o de muy alto coste han
dado origen a una nueva disciplina que puede
denominarse Ingenieria de la Fiabilidad, cuyo principal
objetivo es determinar la probabilidad con que un
ingenio puede verificar una exigencia.

En este trabajo se presenta una descripcion, no muy
detallada, de los tépicos tratados por el IDIEM, en estos
ultimos anos, dentro de esta disciplina.

Dentro de ella esta la Mecanica Estadistica de Fractura,
que estudia la probabilidad de que una estructura se
deforme plasticamente, y la probabilidad de ocurrencia
de las causas, teniendo en cuenta la fatiga de los
materiales.

Se incluye un desarrollo tedrico de la mecanica
estadistica de fractura, describiendo las funciones de
riesgo especifico de fractura, por medio de ecuaciones
integrales, y la determinacion de sus parametros e
incertezas, cuando las funciones tienen una forma
analitica conocida.

Los estudios experimentales van desde cuerpos muy
fragiles, como el vidrio, a otros, cuasi-fragiles, como es la
pasta de cemento, a otros, que pueden deformarse
plasticamente como es el caso de algunas soldaduras,
extendiendo el estudio a fibrocompuestos y materiales
naturales, como el granito.
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SUMMARY

The high exigencies required for some structures owing
to their responsability or their high cost have originated a
new discipline that can be called Reability Engineering,
which main aim is to determine the probability afforded by
a machine to comply a requirement.

This work contains a not fully detailed description of the
topics studied by IDEM during those last years, within this
field.

Within it there are Fracture Statistics, which studies the
probability for some structure to undergo plastic
deformations, and the probability of the causes to occur,
taken into account materials fatigue.

It also includes a theoretical development of the fracture
statistics, describing the specific-risk-of-fracture functions
by means of integral equations, and the determination of
their parameters and their uncertainties, when the
functions have a known analytical form.

Experimental researches range from the most brittle
bodies, such as glass, almost brittle ones such as cement
paste and to others that can admit plastic deformation,
such as certain weldings, enlarging the study to
fibro-composites and natural materials such as granite.

1. INTRODUCCION

Debido a que las grandes estructuras
modernas, en la mayor parte de los casos,
estan sometidas e exigencias muy fuertes
—como aquellas que deben permanecer en
alta mar para la extraccién de petréleo— y
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1. INTRODUCTION

Large moder structures are subjected to very
severe requirements in most instances, as in
the case of mid-sea structures used for oil
extraction, while other structures not so large
are subjected to even higher requirements
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aquellas otras que no son tan grandes, pero
que estan sometidas a exigencias mayores
debido al alto costo de las estructuras, como
es el caso de los vehiculos espaciales en que
estan incluidas, se ha generado una nueva
disciplina, que se puede denominar Ingenieria
de la Fiabilidad. Ingenieria cuyo principal
objetivo es, determinar la probabilidad con
que un ingenio puede verificar una exigencia.

A esta disciplina pertenece la Mecéanica
Estadistica de Fractura o Resistencia
Probabilistica de Materiales, que en inglés
podria llamarse Fracture Statistics,
Probabilistic Fracture, o Probabilistic Strangth
of Materials. Esta disciplina estudia, ademas,
la probabilidad con que una estructura se
deforme plasticamente y también esta incluida
la probabilidad de las causas, como es el caso
de las fuerzas externas de tipo aleatorio que
producen las olas o los terremotos, finalmente
se debe tomar en cuenta la fatiga, elemento
de juicio fundamental para la durabilidad en el
tiempo.

De toda esta compleja configuracion se eligio
la mas basica, como es la Mecéanica
Estadistica de Fractura que quisimos
desarrollar en forma completa, tanto en lo que
respecta a la determinaciéon de las funciones
riesgo especifico de fractura, mediante el
método de las ecuaciones integrales, como en
la determinacién de los parametros y sus
incertezas, cuando las funciones tienen una
forma analitica conocida. En la parte
experimental se han estudiado desde los
cuerpos mas fragiles, como es el vidrio, hasta
los cuasi-fragiles, como es la pasta de
cemento, terminando en aquellos que se
pueden deformar plasticamente, como algunas
soldaduras. Tales estudios se han extendido
también a los fibrocompuestos y a materiales
naturales como el granito.

En lo que sigue haremos una descripcién, no
demasiado detallada, de los topicos que se
han estudiado en el IDIEM en estos ultimos
anos.

2. DATOS EMPIRICOS DE LA FRACTURA
FRAGIL

Si a un material sometido a un ensayo de
traccién uniaxial se le va midiendo la tensién
de traccién que soporta, o, y la respectiva
deformacién experimentada, ¢, y si esto se
hace hasta la rotura del material, se obtiene la
curva tensién-deformacién del material. Esta
curva puede adoptar diversas formas, las mas
tipicas de los materiales de ingenieria se
observan en la Fig. 1. En la curva A la relacién
entre tensidén y deformacioén es lineal y la
rotura se alcanza con bajas deformaciones en
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owing to the high cost of the larger structures
containing the same, as in the case of space
ships. As a result of the foregoing there has
been originated a new branch of science that
can be denominated Reliability Engieering and
whose main object it ascertaining the

_probability afforded by a machine, or structure,

to comply with a given requirement.

This new branch includes Fracture Statistics,
also called Probabilistic Fracture, or
Probabilistic Strength of Materials. In addition
this discipline studies the probability for some
structure to undergo plastic deformation; the
probability of the causes is included too, as in
the instance of the aleatory external forces
originating seawaves or earthquakes; besides,
fatigue —a fundamental element for judging
time-dependent durability— must be taken into
account.

From all this complex configuration the most
basic subject was selected, namely Fracture
Statistics, and it has been our purpose to
completely develop the same, both as regards
the determination of the specific-risk-of-fracture .
functions using therefor the method of integral
equations, and as regards the determination of
the parameters and of their uncertainties when
the functions have a known analytical form.
Experimental investigation has ranged from
the study of the most brittle bodies, such as
glass, to the study of almost brittle bodies,
such as cement paste, ending with bodies that
admit plastic deformation, such as certain
weldings. These studies have also covered
fibre composites and natural materials, such
as granite.

Hereinafter we are undertaking a not-too-
detailed discussion of the different topics
studied at the IDIEM these last years.

2. EMPIRICAL DATA OF BRITTLE
FRACTURE

It a material is subjected to a uniaxial tensile
test and if the tensile stress o acting on this
material as well as the corresponding strain e
are measured till material fracture during this
test, then the stress-strain curve of this
material is obtained. This curve can exhibit
diverse shapes, and the most typical ones for
engineering materials are shown in Figure 1. In
curve A the stress-strain relationship is linear,
and rupture is reached with low deformations
in the plastic range; this is the basic
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el rango elastico, es la caracteristica
experimental basica de los materiales fragiles.
En las curvas B y C, las relaciones de tensién
y deformacioén no son lineales, obteniéndose,
ademas, grandes deformaciones antes de la
fractura del material. Sin embargo, aiin cuando
existe un rango elastico, en el cual la relacién
es lineal, pasado cierto limite —llamado
tensiéon de fluencia— el material inicia un
proceso de deformacidn plastica permanente
hasta la rotura. Aquellos materiales
representados por la curva C se les denomina
ductiles. Entre los comportamientos extremos
Ay C se encuentran materiales como el
hormigén, que sin ser ni fragiles ni ductiles,
admiten un poco de deformacidn plastica. Es
de gran importancia la determinacion del
punto de fluencia para conocer en qué
momento se pasa del régimen elastico al
plastico.

En aquellos materiales representados por la
curva C tal punto puede detectarse con una
maquina Instrom y para los representados por
la curva B se puede determinar con un equipo
de emisidn ecustica, que permite escuchar el
avance de las grietas, llamado en el granito
“llanto del granito”.

La Mecénica Estadistica de Fractura o
Resistencia Probabilistica de Materiales naci6
del hecho que en los cuerpos fragiles el
fendmeno de rotura presenta un alto grado de
dispersion. Para describir a este hecho
experimental Weibull [1] desarrollé en 1939 la
teoria estadistica de fractura, tomando en
cuenta que, en muestras de un mismo
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experimental feature of brittle materials. In
curves B and C the stress-strain relationships
are not linear and, moreover, large
deformations are obtained prior to material
fracture. But though there is an elastic range
wherein stress-strain relationship is linear,
upon trespassing a certain limit called yield-
point stress the material undergoes a
permanent plastic deformation until rupture.
Those materials represented by curve C are
denominated ductile materials. Between the
extreme behaviours corresponding to curves
A and C, are to be found materials, such as
concrete, which though neither brittle nor
ductile exhibit a certain amount of plastic
deformation. Yield-point determination is of
great significance in order to know the
moment of transition from elastic to plastic
regime. For materials represented by curve C
the yield-point can be detected using an
Instrom machine, and for curve B materials
this point can be ascertained employing an
acoustic emmission equipment allowing to
hear cracks progress, called “granite weeping”
in the case of granite.

Fracture Statistics, or Probabilistic Strength of
Materials, were born owing to the
circumstance that rupture phenomenon
presents a high degree of dispersion in brittle
materials. To the end of describing this
experimental fact, Weibull (1) developed the
theory of Fracture Statistics in 1939 taking
into account that, in samples of a given
material that has been similarly fabricated,
cracks randomly distributed as to orientation,
size and number, are preexisting. For a given

0
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Fig. 1.—Tipico diagrama tensién-deformacién para
materiales con diferente comportamiento de fractura.

Las lineas punteadas muestran el punto donde las curvas
cambian de pendiente, i.e., los puntos de fluencia

fC Yy fB .

o

€

Fig. 1.—Typical stress-strain diagram for material
exhibiting different fracture-behaviour. A: brittle material;
B: almost-brittle material;, C: ductile material. The
dashed-point line allow to see the point of slop change
of the curves, i.e, of the yield point o;, and oyg.
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material, similarmente fabricado, preexisten
grietas distribuidas aleatoriamente en
orientacion, tamafo y nimero. Para un
esfuerzo dado existe una cierta probabilidad
que una de tales grietas llegue a
transformarse en critica y propagarse en
forma catastréfica rompiendo el material. El
origen de la falla no es necesariamente en la
zona de mayor esfuerzo, sino que depende
del nivel del esfuerzo, del tamaio, orientacion
y nimero de grietas, por tal razén un mismo
espécimen falla bajo diferentes cargas. Luego,
Weibull logré determinar la probabilidad
acumulativa de fractura para un material fragil
sometido a un estado uniaxial variable de
tensiones, lo que viene a continuacién es
aplicable a materiales fragiles y a aquellos
que se deforman o rompen al movilizarse una
0 mas grietas.

3. CONCEPTO DE VOLUMEN CRITICO

Sea un cuerpo de volumen V sometido a un
ensayo de traccidon uniaxial, y sea N el nimero
de grietas preexistentes distribuidas
aleatoriam en V y n el nUmero de grietas que
al propagarse en una region de V hacen que
el cuerpo se rompa catastréficamente. Esa
regiéon de V se denomina volumen critico, V.
Si el namero de grietas es uno y el volumen
critico coincide con el volumen del cuerpo, se
trata aqui de un material fragil puro, i.e., son
materiales fragiles puros aquellos en los
cuales basta la propagacion de una Gnica
grieta para que éste se fracture
catastréficamente y aquellos cuerpos fragiles
que necesitan de la propagacién de
numerosas grietas, para fracturarse, se
denominan cuasi fragiles. Entre estos ultimos
podemos distinguir los siguientes casos:

i) 1 <n< NconV,_fijoy mucho menor que V;
ii) n =1 con V_ variable; iii) 1 < n < N

con V, variable.

4. ECUACION FUNCIONAL DE LA
MECANICA ESTADISTICA DE
FRACTURA

La mecanica estadistica de fractura de
materiales fragiles descansa en una sola
hipotesis: dividido un cuerpo en dos partes
arbitrarias la probabilidad de que no se
fracture el total es independiente de esta
descomposicién y cada una de las
probabilidades de las dos partes es
independiente de la otra [2]. Si consideramos
un cuerpo de volumen V sometido a un estado
de tensidén o = constante, la ecuaciéon
funcional que se desprende de la hipétesis
bdsica, puede anotarse como sigue:

"’:’12 (Vi + V2

V)

stress there is a certain probability that one of
such cracks may become critical and
propagate catastrophically, breaking the
material. The origin of the failure is not
necessarily located in the zone of the largest
stress, but it depends rather on stress-level as
well as on crack size, orientation and number;
for this reason, a given specimen can fail
under different loads. Then Weibull succeeded
in ascertaining the cumulative probability of
fracture for a brittle material subjected to a
variable uniaxial state of stress. What is
discussed below can be applied to brittle
materials and to those undergoing deformation
or fracture upon the mobilisation of one or
more cracks.

3. THE CONCEPT OF THE CRITICAL
VOLUME

Let us consider a body, of volume V, subjected
to a uniaxial tensile test, and let us denote
with N the number of the preexisting cracks
randomly distributed in V, and with n the
number of cracks whose propagation within
some region of V originates the catastrophic
fractures of the body. This region of V is
denominated the critical volume V.. If the
number of cracks is I (i.e. one) and the critical
volume coincides with body volume V, then
we are dealing with a pure brittle material;
thus pure brittle materials are those materials
wherein the propagation of a single crack
suffices to produce the catastrophic fracture
thereof, while brittle materials requiring the
propagation of many cracks to get fractured
are denominated almost-brittle materials. We
can distinguish the following cases among
these last materials: j) | < n < N with V, fixed
and much smaller than V; ii) n = 1 with V,
variable; iii) | < n < N with V, variable.

4. FUNTIONAL EQUATION OF FRACTURE
STATISTICS

Fracture Statistics of brittle materials are
based on a single hypothesis: if a body is
divided into two arbitrary parts the probability
for the total to get fractured is independent of
such division, and each one of the
probabilities of the two parts is independent of
the other one [2]. If we consider a body, of
volume V, subjected to a state of stress

o = constant, then the functional equation
deriving from the basic hypothesis can be
written as follows:

F1 (V1) - Fy (vy) (1)
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donde V, y Y, son la descomposicion
imaginaria del volumen V en dos partes
disjuntas, F,, (V, + V,) es la probabilidad
acumulativa de no fractura del cuerpo de
volumen V, + V, =V, F, (V) es la probabilidad
acumulativa de no fractura del volumen V;.

Veamos una demostracion intuitiva de la
ecuacion funcional (1), para lo cual
consideremos al cuerpo de volumen

V, + V, = V sometido a un estado de
tensiones de rotura {o} crecientes, con

{o) < o. En una primera etapa del ensayo se
tienen tres casos posibles, que el cuerpo se
fracture sélo en el volumen V,, que no se
fracture y que se fracture sélo en el volumen
V,. En la segunda etapa sélo se consideran
los cuerpos fracturados, en cada uno de ellos
se tienen dos casos posibles, que el cuerpo
se fracture en el mismo volumen que se
fracturd en la primera etapa, y que se fracture
en el volumen que quedo indemne en la
primera etapa. Sean n,, el nimero de roturas
del cuerpo fracturado en el volumen V, y no
en el volumen V,, ny, el nUmero de roturas del
cuerpo que no se fracturé en el volumen V, y
que si lo hizo en el volumen V,, n,q, €l
numero de roturas del cuerpo fracturado
primero en el volumen V, y luego en el
volumen V, y ny;4, el niUmero de roturas del
cuerpo fracturado primero en el volumen V, y
luego en el volumen V,, se tiene entonces:

gl
ﬂiOM 01

mn
Moq1y 10

i.e., el nimero de roturas del cuerpo
fracturado primero en el volumen V, y luego
en el volumen V,, n,,,,, €s igual al nimero de
roturas sélo en el volumen V, por el
porcentaje de las que se rompieron sélo en el
volumen V, y multiplicado por el factor a
necesario considerar por el hecho de la
influencia del volumen, analoga explicacion
merece n,,4, Y €l factor B. Luego, el nimero
total de roturas en los volimenes V,y V,

son, respectivamente:

M= Mg+ Mgy =7 MNyg

("L *ﬂ)%M Nig = MMy
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where V, and V, correspond to the imaginary
decomposition of volume V into two disjointed
parts, F,, (V, + V,) is the cumulative probability
of non-fracture of the body of volume

V, + V,, F, (V) is the cumulative probability

of non-fracture of volume V,.

Let us see an intuitive demonstration of
functional equation (1), and to this end let us
consider the body of volume V, + V,=V
subjected to a state of increasing fracture
stresses {o}, with {o} < a. In a first stage of
testing, theree cases are possible, namely: the
body fractures only in volume V,; the body
does not fracture; and the body fractures only
in volume V,. In the second stage, only the
fractures bodies are considered, and in each
one two cases are possible: the body fractures
in the same volume as in the first stage; and
the body fractures in the volume not fractured
in the first stage. Let n,, be the number of
ruptures of the body fractured in volume V,
and not in volume V,, n,, be the number of
ruptures of the body fractured in volume V,
and not in volume V,, n,,,, be the number of
ruptures of the body fractured first in volume
V, and thereafter in volume V,, and ny,,, the
number of ruptures of the body fractured first
in volume V, and thereafter in volume V,; we
have then

10

—_—

N

o

(2)
Ty 1
] /
N

that is to say number of ruptures of the body
fractured first in volume V, and thereafter in
volume V,, namely n,,,,, is equal to the
number of ruptures caused in volume V,
multiplied by the percentage of ruptures
caused only in volume V, and multiplied by the
factor a that has to be considered owing to
volume influence. A similar explanation applies
to ny,,, and to factor B. Hence the total
numbers of ruptures in volumes V, and V, are,
respectively:

ST SR S
N
=, - M,y ®)
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Por lo tanto, la probabilidad de que no se
fracture el cuerpo en el volumen V=V, + V,
es:

~
sz(viﬂ/z:\/) =

que es la ecuacién funcional (1). Debe
entenderse que la demostracién descansa
sobre la hipétesis ny,-n,, (@ + B) =ny n,.

4.1. Teorema de Unicidad

Se ha demostrado [3] que la funcién de
distribucién (1) es Unica. La probabilidad de
que no se fracture un volumen muy pequefio,
tendiendo a cero, es 1, i.e,, F,, (0) = F, (0) =
=F,(0)=1.

|
N
=
L =
T =

Thus the probability for the body to remain
unfractured in volume V=V, + V, is:

which is functional equation (1). It must be
understood that the demonstration is resting
on the hypothesis n,, -n,, (a + p) =n, n,.

4.1. Theorem of Unicity

It has been shown [3] that the function of
distribution (1) is unique. The probability for a
very small volume tending toward zero to
remain unfractured is equal to unity, that is to
say F,, (0) = F,(0) = F, (0) =1.

Si V1 =0: If v1=0_.

~ ~ ~ ~

Fi2 (Vp) = F1(0) + Fpo(¥p) = Fa(V2) (5)
Si Vv, =o0: { If V,=0:

~t ~ ~ ~

Fi2 (Vi) = Fq(vy) « Fp(0) = Fp(vy) (®)

Si V, =V, =V, entonces:

F12(v) = Fr(v) =

4.2. Solucion de la ecuacion funcional

Lo anterior demuestra que existe una Unica
solucién que verifica la ecuacion funcional (1),
tal como puede verse en [2, 4, 5], con las
condiciones de contorno

que son la probabilidad de que no se fracture
un cuerpo de volumen muy pequefio es 1,y la
probabilidad de que no se fracture un cuerpo
de volumen muy grande es nula, i.e., mientras
mas grande es el cuerpo, mayor es la
probabilidad de tener defectos que al

8

© Consejo Superior de Investigaciones Cientificas
Licencia Creative Commons 3.0 Espafia (by-nc)

‘ IfV,=V,=V; then:

2(V) = F(v) )

4.2. Solution of the functional equation

The foregoing show that there exists

a unique solution verifying the functional
equation (1), as can be seen in [2, 4, 5], with
the boundary conditions

; ?—"(ao) =0 (8)

which are stating that the probability for a
body, very small in volume, to remain
unfractured is equal to unity, and that the
probability for a body, very large in volume, to
remain unfractured is equal to zero; in other
words the larger the body the higher the
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propagarse lo fracturen. Para incrementos probability thereof to present defects whose

pequefios de volumen y desarrollando F en propagation would fracture the body. For small
serie de Taylor, se tiene: volume-increments and if we expand F in the
form of a Taylor series we obtain:
~ ~ VA
F(V + 4V) = F(V) + F(V)-AV ©)
~ ~ :
= F(V) « F(AV)

Pero: ‘ Butt:

~ ~ ~ ~

F(AV) = F(0O ~+AV) = F(0) + F(0)-AV

(10)

1 + ?;‘(0)~Av

Hence, considering equation (10), equation (9)
becomes:

Luego, considerando la ecuacién (10), la (9)
queda:

F(v) - F(av) = ?’(V)[l + F

0]
gats
—~
<<
N
-+
-
-~
<<
N
<

En cosecuencia, rearreglando la ec. (11), Therefore, rearranging equation (11) gives:

queda:

~\ ~~N

F (v) F (0) - g(o)

= = (12)
[d o~
F(V) F(0) Vo
\

g(@) F()>0; 05T
donde @ (o) es una funcién positiva y where & (o) is a positive and increasing
creciente de la tension, llamada funcién riesgo function of the stress, called the
especifico de fractura, y V, es la unidad de specific-risk-of-fracture function, and V, is
volumen, el signo menos proviene de que, volume unit; the minus sign is due to the fact
cuanto mas grande es un cuerpo, mas facil se that the larger the body the easier the fracture
rompe. Integrando la ecuacién diferencial (12) thereof. Integration of differential equation (12)
se obtiene: gives:

I F(V) 2L B() 4
(13)

E(v) = exf’[[l\f; B() + c%

La constante C es nula ya que, Constant C is null since F(O) =1=e°>C=
F()=1=e> C =0, por lo tanto: = 0; therefore:

FO) = erp [~ g

(14)
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y, en consecuencia, la probabilidad _
acumulativa de fractura F (V) = 1 — F (V) es:

and consequently the_cumulative probability of
fracture F(V) = 1 — F (V) is

-V

F(V) = 1 « exp

4.3. Campos de tension variables

Consideremos un cuerpo sometido a un
campo de tension variable y subdividido en
volumenes V,, se verifica entonces que

F ZVL :ﬂ—f(\/g
4 L

y, €n consecuencia, se obtiene generalizando
(16):

?(‘T/\/)= exp ‘\/L 5%

y, por lo tanto, la probabilidad acumulativa de
fractura para un cuerpo sometido a un campo
de tension variable, esta dada por:

Flo,v) = {- exp

U‘(r) <

o { (r)

con f(r) obtenida de la teoria de la elasticidad.

5. CASOS TRATADOS CON @ ()
DESCONOCIDA

Con la formula de Weibull, ec. (18), es posible
determinar la probabilidad acumulativa de
fractura siempre que se conozca @ (o), funcién
riesgo especifico de fractura, tanto en su
forma analitica como en forma numérica.
Cuando se adopta para @ (o) una forma
analitica conocida se realiza la integracidon
para casos especiales y se obtienen los
valores de los parametros por una serie de
experiencias. Cuando se deja a @ (o) como
una funcién incégnita, la férmula de Weibull
debe ser considerada como una ecuacién
integral donde F (o) esta dada por las
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© Consejo Superior de Investigaciones Cientificas
Licencia Creative Commons 3.0 Espafia (by-nc)

— p(c)
Vo

(15)

4.3. Variable stress-field

Let us consider a body subjected to a variable
stress-field and subidivided into volumes V;;
we have

VTV g
Py} pEDY

L

and hence the generalisation of this equation
(16) yields:

[G-(r)] dV

(17)
reV e

for a body subjected to a variable stress-field
is given by:

G [FE e
v

FIQIRF!

where f (r) is obtained through the theory of
elasticity.

' so that the cumulative probability of fracture

(18)

5. CASES TREATED WITH @ (¢) UNKNOWN

Using the Weibull formula, i.e. equation (18), it
is possible to determine the cumulative
probabity of fracture provided the
specific-risk-of-fracture function is known both
in its analytical and in its numerical form.
When a known analytical form is adopted for @
(o) then the integration is carried out for
special cases, and parameters values are
obtained through a series of experiments.
When @ (o) is considered as an unknown
function the Weibull formula must be handled
as an integral equation wherein F (o) is given
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experiencias y o (r) por la teoria de la
elasticidad. En [6, 7, 8, 9, 10] se usé el método
de las ecuaciones integrales en diversos
casos de flexién tanto para fragilidad
volumétrica como superficial.

5.1. Fragilidad volumétrica

Sea una viga de seccion rectangular de largo
L, ancho b y altura h, sometida a una carga de
flexion P en el centro de su luz, la ecuacién
integral y su solucion son, respectivamente:

by the experiments and o (r) is supplied by the
theory of elasticity. In [6, 7, 8, 9, 10] the
method of integral equations was used in
diverses cases of bending, both for volume
and for surface brittleness.

5.1. Volume brittieness

Let us consider a beam rectangular in
cross-section and L long, b wide and h high,
subjected to a bending load P applied at mid-
span. Here the integral equation and its
solution are, respectively:

'\

{v () = I 1 =
i- F(@)

T) = 2vo d
g, 2 _JL L (o3

l do

Para el caso de una viga de seccidn circular
de radio r y largo L sometida a una carga de
flexion P en el centro de su luz, la ecuacién
integral, que es Abeliana, y su solucién son,
respectivamente:

5, =

g,z o d

5.2. Fragilidad superficial

En el caso de fragilidad superficial la teoria de
Weibull permite obtener para la probabilidad
acumulativa de fractura [8, 9]:

F(zr { - exr

donde S, es la unidad de superficie y S es la
superficie del cuerpo.

Para la misma viga anterior de seccién
rectangular con fragilidad superficial y
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For the case of a beam with a circular
cross-section of radius r and with a longitude
L, subjected to a bending load P applied at
mid-span, the integral equation —which is
Abelian— and its solution are, respectively:

(20)

G 5,61 s |

l/u‘—72

5.2. Surface brittleness

In the case of surface brittleness the Weibull
theory allows getting for the cumulative
probability of fracture [8, 9]:

g/é [r(r)]ds

reS 21)
S (

where S, is surface unit and S is body surface.

For the above-mentioned rectangular beam
with surface brittlness and subjected to

1"
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sometida a flexién, la ecuacién integral y su bending, the integral equation and its solution
solucién son, respectivamente: ‘ are, respectively:

G ENP N G YO R o ) bl L
e e (s L

Andlogamente, para la viga de seccidn circular Similarly, for the round beam with surface
con fragilidad superficial y sometida a flexion, brittleness and subjected to bending, the
la ecuacion integral, que es una de Schlomilch integral equation —which is a Schlémilch
reductible a una de Abel, y su solucién son, equation reducible to an Abelian one— and its
respectivamente: solution are, respectively:
YA 5/2/
$ (r) = lr ( & [ 2xoamd) dxo
S S ;S L.
° ] (23)
6 ©
. q
)= 2o d fo (4 [3,0)] 4
nlr deo d 7 27 .2
o 7
6. PROBABILIDAD LOCAL DE FRACTURA 6. LOCAL PROBABILITY OF FRACTURE
La localizacion probabilistica de la fractura The probabilistic localisation of the fracture:
consiste en determinar la probabilidad consists in determining the cumulative
acumulativa de fractura en diferentes puntos probability of fracture at different points of a
de un cuerpo [11], tal probabilidad esta dada body [11]. Such a probability is given by:
por:
L dPa(ne) | Blr(r)]
N - - (24)
AV 5 glo(ri]dv
y re V
donde d® n {r, 0)/N es la fraccidn de roturas where d® n (r, a)/N is the fraction of ruptures
por unidad de volumen que comienzan en el per volume unit that start in volume d V
volumen d V localizado en el punto r a un located at point r under a stress o, and N is
esfuerzo o, y N es el nimero total de roturas. the total number of ruptures. It was used in
En [12] se la us6 para confirmar la anisotropia [12] for confirming the anisotropy of a
de una porcelana. Este concepto de porcelain. This concept of local probability of
probabilidad local de fractura se usé también fracture was also used to get an isofractic
para obtener una viga isofractica [13], i.e., una beam [13], that is to say a beam exhibiting the
viga con igual probabilidad de fractura a lo same probability of fracture along the whole
largo de toda la luz, en una experiencia de span thereof, in a bending experiment with a
flexién, de una viga de seccidn rectangular. En rectangular beam. A recent paper [14]
un trabajo reciente [14] se discuten las bases discusses the bases of local probability of
12 MATERIALES DE CONSTRUCCION. Vol. 36, n.e 203, julio/agosto/septiembre 1986
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de la probabilidad local de fractura,
demostrando que cuando la férmula (24) es
dependiente de g, la expresién correcta para
(1/N)d®n (r,e)/d V es:

oQ

1L cva(r o‘):
N dy

ARARAL

fracture, showing that when formula (24)
depends on o the correct expression for
(1/N) d3 n (r, a)/d V is:

g lor)]
J Bl (r)]dV

[ (r1]dV

re v

o Vv (25)
: revy
x| [ Uﬁ (o ()] dV 73 deo
) d.T re V
V
7. ESTADISTICA DETALLADA 7. DETAILED STATISTICS
Weibull [1] propuso para @ (o) la forma Weibull [1] proposed the following form
siguiente: for ¢ (0):
_ A
- 0
pEl= (26)
0 T < T

donde o, y m son constantes que dependen

del proceso de fabricacion del material y o, es

la tensién por debajo de la cual no hay

fractura. La tensién media de fractura esta

dada por: i

o0
T

<

¢ =

0w

donde: \

7

es la funcion gamma de Euler. Luego o es
funcion de los parametros de la funcién de
Weibull definida en la ecuacién (26). Sin
embargo ¢ es independiente de aquellos
parametros, ya que:

£ [p dE@ray r’

da Vo

° o
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where o, and m are constants that depend on
the manufacturing process of the material, and
g, is the stress below which there is no
fracture. Mean fracture-stress is given by the
following expression

To —\-/\}"—;/M F <l + i._)

w (27)

where

{x) :J}?-’-‘,_z“ﬁ

is Eulerian gamma function. Hence o is a
function of the parameters of the Weibull
function defined in equation (26). However &
is independent of those parameters since

v 4
F’VO d,é:%
J

(28)
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es so6lo funcién del volumen del cuerpo.
Usando la variable aleatoria

is a function of body volume only. Using the
aleatory variable

=L g()

se tiene: l

i.e., el valor medio de ¢y es 1 y el numero de
fracturas es una constante igual a N, donde el
espacio de ¥; se ha subdividido en z intervalos
de igual tamafo, cada uno con n, fracturas.
Entonces:

/Léq/d W(,ni/nzl /ME)
VT
Sa. L,\)\)\/(m‘nz/, /ylz)

n
il‘Vlz/‘

0 sea, maximizando la probabilidad de la
configuracion definida por las ecuaciones (29)
se obtiene:

) - pe

y - ﬁ{(m/ -

Si se usa o como variable independiente se
obtiene:

T -V
V
F-((r/\/): \/ C 0

Vo

0

que es la férmula de Weibull que se obtuvo |
en (15).

14

© Consejo Superior de Investigaciones Cientificas
Licencia Creative Commons 3.0 Espafia (by-nc)

/-
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4 p/(a—)ol(ri f“‘e)(r -%O—/é@_)zg

(29)

ie. the mean walue of ¥ is | and the number of
fractures is a constant equal to N, where the
space of y; has been subdivided into z
intervals equal in size and each one with n;
fractures. Then:

N

NP |

1

: v

—_—

that is, maximising the probabiity of the
configuration defined by equation (29) we get:

-¥
= f(Y)=¢

(31)

If o is used as an independent variable we
have:

(32)

which is the Weibull formula obtained in the
form of expression (15)
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7.1. Dependencia del volumen

La dependencia del volumen que se aprecia
en la férmula de Weibull ha sido estudiada en
pasta de cemento compactada sometida a
flexidon [15] y a compresion [4], en vidrio a
compresion [5] y en porcelana [16]. Pero es
valida sélo cuando el cuerpo falla
catastréficamente al propagarse la primera
grieta que se activa, o si la estadistica esta
referida a la propagacién de la primera grieta
sin fractura del material. Si

Y= (1/N)Z y;= H (V) y si el cuerpo

se divide alrbitrariamente en dos partes
disjuntas V, y V,, se tiene:

?—/ = HO/LJer)

ecuacion funcional cuya Unica soluciéon es una
constante que debe ser 1 debido a la
condicién g =1 en (31).

7.2. Cuerpos cuasi-frégilés
En la definicién de volumen critico se

presentan tres casos de cuerpos
cuasi-fragiles. Si n = 1 y V_ es variable:

oD

FE)= | Pl £(Ve) d

I

7.1. Dependence on volume

Volumen dependence noticiable in the Weibull
formula has been studied in compacted
cement-paste subjected to bending [15] and to
compression [4], as well as in glass under
compression [5] and in porcelain [16]. But this
volume dependence is valid only when the
body is failing catastrophically as a result of
the propagation of the first crack activated, or
if the statistics are referred to the propagation
of the first crack without any fracture of the
material. If § = (1/N) Zy, = H (V) and if the

body is arbitrarily divided into two disjointed
parts V, and V, we have:

\{[):%ﬁ+ V_Z)[Z_ %H(VL) + _\,/V;_H(VZ)

which is a functional equation whose unique
solution is a constant that must be 1 in view of
the condition B = 1 in (31).

7.2. Almost-brittle bodies

The definition of the critical volume comprises
three cases of almost-brittle bodies. If n = 1
and V_ is variable:

2@/

© 1 }5(0‘) / T
7 Yo (34)
- c Vv,
(R (CA R S
Vo /
c
Sin <Ly V, <LV fijo, se tiene: l If n < N and V., LV fixed, we have:
Y 2
F(r)= 1- exp ) - —e— ()
B /
2Vo 4V )
' (35)
h = _\_/g_
AV
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Si1<n< Ny YV, variable, se tiene:

F ()

{1
M
r’-_'\

—
)
@
~
— 9
(w—\

0

il
>
1
¢

Por lo tanto, las férmulas (34), (35) y (36) dan
cuenta de la probabilidad acumulativa de
fractura para los tres casos de cuerpos
cuasi-fragiles.

7.3. Estimacion de los parametros

Los parametros de Weibull se han estimado
[17, 18] usando los métodos de maxima
verosimilitud, momentos y minimo
chi-cuadrado.

Los estimadores de maxima verosimilitud de
m, o, ¥ o_ se obtienen a partir de:

l If 1 < n< N and V,is variable we have:

(36)

Hence formulas (34), (35) and (36) supply the
cumulative probability of fracture for the three
cases of almost-brittle bodies.

7.3. Evaluation of the parameters

Weibull parameters have been evaluated
[17, 18] using the methods of maximum
likelihood, of moments, and of minimum
chi-squared.

The estimators of maximum likelihood of m, a,
and o, are obtained from

L(’W\/\TD/G’L) - YLTTC (Q‘L/» M/G“O/Q‘L>

y las varianzas y covarianzas invirtiendo la
matriz R de Fisher:

Ri=trgle - €
i@;)( : Em,ﬂ"'o, f&%
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9L -0 (37)

and the variances and covariances are
obtained inverting the Fisher R-matrix:

9 2 P .F(v* w (T‘@/TL)

999

(38)
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De acuerdo al método de estimaciéon de
momentos, el momento de primer orden que
corresde al valor medio y el de segundo orden
correspondiente a la varianza estan dados,
respectivamente, por:

In accordance with the method of evaluation
of moments, the first-order moment
corresponding to the mean value, and the
second-order moment corresponding to the
variance, are given by the following
expressions, respectively:

D L
= = q- an i '—1,/
pos o= me @ ML)
u ‘ VL-/O . d ) 2(\ . Z/ZM ) ) (39)
/l‘(r'\‘r‘/*i)f@) V‘%\,‘/Vl F<i+,§7>~[ﬁ<i+—%—)

L

las ecuaciones de momentos se obtienen
igualando los momentos de primer y segundo
orden con las medias y varianzas
experimentales, respectivamente, y la tercera
condicién consiste en usar m obtenido por
minimos cuadrados, y asi se determinan los
estimadores de momentos para m, o, y o .

El minimo chi-cuadrado es un estimador
asintéticamente eficiente, dado por:

The equations of moments are obtained by
establishing the equality between first-order
and second-order moments, on the one hand,
and experimental averages and variances,
respectively; and the third condition consists
in using m obtained through least squares,
and the estimators of moments for m, o, and
o, are determined in this way.

The minimum chi-squared is an estimator
asymptotically efficient, given by the following
expression:

w; 0, 6 )]2

,Xz:i [k, - nF (0
|y

:i /Mll(()—';

Lt N ¢

—~=

donde la poblacion de fracturas se ha
clasificado en r clases, cada una de K,
elementos, n es el nimero de ensayos, tal que
r
i}:=l1<i = ny F, es la probabilidad acumulativa de
fractura en la clase i; minimizando la ecuacion
(40) con respecto a cada parametro se
obtiene una estimacion del mismo. Las
experiencias se han hecho con pasta de
cemento compactada sometida a flexiéon [17] y
con cilindros de vidrio rotos a compresion [5].

8. LAS INTERFASES Y LOS

COMPUESTOS

Se extendid la Mecéanica Estadistica de
Fractura a interfases fragiles al tratar el caso
de una fibra de cobre embebida en una matriz
de cemento [19], el caso mas general se
resolvid en [10]. Se analizé también el caso
particular de una soldadura Cu/Sn donde el
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where the population of fractures has been

classified into r classes of which each one

comprises K; elements, n is the number of
r

tests so that X «, = n, and F,is the
i=1

cumulative probability

of fracture in class i; the minimisation of
equation (40) with respect to every parameter
supplies an evaluation thereof. The
experiments have been conducted using
compacted cement-paste subjected to bending
[17], as well as employing glass cylinders
broken through compression [5].

8. INTERFACES AND COMPOSITES

Fracture Statistics have been extended to the
investigation of brittle interfaces by treating
the case of a copper fibre embedded in a
cement matrix [19], and the more general case
was solved in [10]. There was also analysed
the particular case of a Cu/Sn weld whose

17
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espesor de ésta era suficientemente pequeno
para que el esfuerzo de fluencia equivaliese a
la rotura, teniendo asi, la interfase soldada,
fractura fragil [20]. Analisis de confiabilidad y
control de calidad de cordones de soldadura
son particularmente importantes en
estructuras a las cuales se les exige una
elevada probabilidad de supervivencia y que
son de un alto costo, como es el caso de las
plataformas petroleras de alta mar, los
estanques con productos radiactivos en
centrales nucleares a los grandes buques que
podrian zozobrar por fractura fragil de una
soldadura.

El tratamiento general de los fibro-compuestos
se abordd [21] usando una estadistica
Weibulliana para interfases fragiles,
analizando alli algunos casos especiales de
distribucion del esfuerzo de corte en la
interfase fibra-matriz y considerando fibras
fragiles y ddctiles embebidas en matrices
fragiles.
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thickness was reduced in a sufficient way so
that the yield-point stress amounted to rupture,
and thus the welded interface exhibited a
brittle fracture [20]. Reliability and control
analyses of welding beads are particularly
important in high-cost structures that are to
afford a high probability of survival, as in the
instances of mid-sea oil platforms, of
radioactive-products reservoirs in nuclear
plants, and of large ships that might suffer
wreckage as a result of some brittle fracture in
welding.

The general treatment of fibre composites was
undertaken [21] using Weibullian statistics for
brittle interfaces, analysing then some special
cases of shear-stress distribution in the
fibre-matriz interface, and considering brittle
and ductile fibres embedded in brittle matrices.
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